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离散栅格 !"#$%小波变换的尺度参数取值方法

翁嘉文
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摘" 要" 在工程分析中应用离散化的小波变换，通常是在尺度方向上按以 $ 为底的幂级数对尺度参数 !进行离散
化来得到离散栅格下的小波变换，但实际分析时则往往需要加大尺度方向的栅格密度，以获得细致的分析，而现行

的增加密度的方法都具有一定的任意性，为了解决实际工程应用中离散栅格小波变换分析尺度增加密度的不确定

性问题，根据小波基在空 "时#频平面上的能量分布特性，通过理论推导计算验证，提出了小波变换分析尺度参数取
值的理论方法以及尺度参数 !的离散化理论取值公式 ! J !K !@$!%，同时以 > 维形貌测量轮廓术为基础，以 4,L(*解
析小波的尺度参数取值为例展开了讨论计算，并给出了 4,L(* 解析小波尺度参数选取的理论公式。从计算机模拟
和实验结果可见，该方法根据中心频率对尺度参数 !进行取值，能够较好地解决各尺度小波之间的频谱拉距以及
混叠现象所造成测量误差。
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=> 引> 言

被誉为分析信号的显微镜的小波分析［! B I］是一

种空域A频域局部化分析方法，其不仅具有多分辨率
分析的特点，而且在空域A频域两域都具有表征信号
局部特征的能力，近年来其在语音、图像、通信、雷

达、水声、地震、生物医学、机械振动、化工分析等领
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域都得到了广泛的应用，已成为了众多学科关注的

热点。在实际工程应用中必须对连续小波变换进行

离散化处理，在尺度方向上目前通行的方法是对尺

度参数 !按以 ( 为底的幂级数做离散化来得到离散
栅格［,］下的小波变换，但实际工作时，往往需要加

大尺度方向的栅格密度，以获得细致的分析。由于

现行的增加密度方法都具有一定的任意性，如根据

八音阶情况增加密度，就没有实际考虑小波基的空

频-时频能量分布特性，本文通过对小波变换轮廓术
的研究，根据小波基的能量特性，提出了尺度参数取

值的理论方法，并以 . 维形貌测量为例，给出了
"#$%&解析小波［.，)，*］尺度参数取值的理论公式以及
计算机模拟和实验结果。

!" 理" 论

!# $" 离散栅格小波变换
’ 维空间载频条纹信号 "（#）的连续小波变换定
义为

$"（!，%）& #
/

’/
"（#）!/!，%（#）0#

&〈 "（#），!!，%（#）〉 （’）

!!，%（#）&
’
! !

# ’ %( )!
（(）

其中，“/”表示共轭；!!，%（#）是母小波函数 !（#）经
伸缩平移后得到的小波序列；! 是尺度参数，其作用
是将母小波函数 !（ #）做伸缩，! 愈大，!（ # ( !）愈
宽，反之亦然；%是平移因子。
但连续小波变换在实际工程应用中必须进行离

散化处理。在尺度方向上，对尺度参数 ! 按以 ( 为
底的幂级数做离散化即可得到离散栅格小波变换的

一系列尺度参数值，即

! & !)
1 +（!1 & (，) & 1，’，⋯，*） （.）

其中，*为小波序列的总数。从具体计算方法上看，
离散栅格上的小波变换与连续小波变换的数值积分

并无区别，只是尺度参数 ! 按 ( 的幂级数增长进行
离散取值，即实现二进制离散栅格上的小波变换。

在实际工作中，例如 . 维形貌测量分析，若以 !1 2 (
作基，则由于逐次二分频太过于粗糙，因此需要加大

尺度方向的栅格密度，也就是尺度变化不是以 ( 为
基，而是比 ( 更密的基，即 ’ 3 !1 3 (，以获取细致的
分析信息。一般的方法是令

! & ()’ +
,，+ & 1，’，⋯，, ’ ’ （4）

使尺度方向的栅格增加密度［,，5］，例如八音阶情况，

, 2 5。该方法虽在一定程度上增加了尺度的密度，
但不具有完整的理论依据，且存在着一定的任意性，

因此难于避免各小波基之间的频谱拉距或混叠现

象，以致造成测量误差。

!# !" 小波变换尺度参数的理论取值
在空域中，小波 !!，%（#）集中在以平移因子 % 为

中心、宽度与尺度参数 !成正比的区域内，其傅里叶
变换为

6!!，%（"）& 6 ’ 7%"
!! 6!（!"） （,）

其中，6!是 !的傅里叶变换。在频域中，6!!，%（"）集中
在以 # ( !为中心，宽度与 ’ ( !成正比的区域内。总而
言之，在空间-频率平面上，小波空频原子 !!，%（#）的
能量宽度对应于一个 869:6;$6&< 盒（如图 ’ 所示）该
盒的中心在（%，# ( !），而且频率边长为
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图 ’+ 小波 !!，%（#）和 6!!，%（"）的空频盒

=9<> ’+ 869:6;$6&< $%? %@ !!，%（#）A 6!!，%（"）

+ + 对于 "#$%&解析小波，其空间响应函数 !（#）和
频率响应函数 !（"）分别为
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其中，% 2 ! ( (! E;(，7是虚部的单位，其对应的中心
角频率 #为

# & ’
(!#

/

1
" !（"） (0" & (! （5）

由于小波族 !!，%（ #）各尺度小波的中心角频率为
" 2 # ( ! 2 (! ( !，即中心频率为

/FG & " ( (! & ’ ( ! （!）
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% % 因此，对于 &’()* 解析小波，小波空频原子
!!，"（#）的 +,-.,/(,*0盒频率边长为

"#

! 0 1$ !2##3" % "!
! （!1）

即有

"4

! &
"#

"!!0
1$ !2##3"

! （!!）

其中，"4 为频率展宽。

根据式（3）就可以确定+,-.,/(,*0盒在频率轴上

的范围，即频率窗宽度为
!
! 5

"4

"!，
!
! 6

"4

"[ ]! 。将式
（!!）代入此范围，即可以得到 1$ 32!#78

! ，
!$ 1#$28#[ ]! 。

显而易见，当小波分析的尺度跨度太大时，频率

窗会出现拉距现象；而当小波分析的尺度跨度过小

时，则会出现频谱混叠的情况。在 2 维形貌测量中，
各尺度小波之间这种频谱拉距或混叠现象是造成测

量误差的一个主要原因。为了避免上述情况的出

现，现设想各尺度小波的对应频率窗紧密排列，以利

于考察两相邻尺度参数值之间的关系。假设两相邻

尺度参数值为 !! 和 !"（!" 9 !!），其对应尺度小波的

中心频率为 ’:;!和 ’:;"（ ’:;" < ’:;!）。由于当 ’:;"对

应的频率窗上界与 ’:;!对应的频率窗下界重叠时，

两频率窗刚好分离，即

!$ 1#$28#
!"

= 1$ 32!#78!!
7!" = !$ 1#$28#1$ 32!#78!!0!$ !7!! %（!"）

因此整理得尺度参数 !离散化理论取值公式为
! & !$ !7(!1 %（!1 & "，( & 1，!，⋯，)）（!2）

!" 计算机模拟

以 2 维形貌测量中的小波变换轮廓术［#，>，3］为
例来进行计算机模拟。通过计算机生成空间周期为

!#?-@,A.，大小为 ! B 7!"?-@,A. 的 ! 维基准正弦光栅
图像（如图 "（ ’）所示），并加入一连续相位调制
*（#），其中 + = 7!"，得到一变形光栅图像（如图
"（(）所示）。

*（#）= 71 B ! 5 C). "!+( )# B "!!# %（# = 1，!，⋯，7!!）

（!8）
通过对尺度参数 !按以 " 为底的幂级数做离散

化来对变形光栅图像进行离散栅格下的小波变换，

即在式（2）中取 !1 = "，) = # 来得到如图 2 所示的
幅值分布。从图 2 中可见，各个尺度下的小波基对

%

（’）基准光栅

（(）变形光栅

图 "% 基准光栅与变形光栅
D-0E "% F*-0-/’A 0*’G-/0 ?’GG,*/ ’/H H,4)*I,H 0*’G-/0 ?’GG,*/

图 2% 变形光栅小波变换幅值分布（! = "(）

D-0E 2% JI?A-GKH, )4 GL, :; C)I?)/,/G. )4 GL,

H,4)*I,H 0*’G-/0 ?’GG,*/（! = "(）

图 8% 变形光栅小波变换幅值分布（! = " B !M !7(）

D-0E 8% JI?A-GKH, )4 GL, :; C)I?)/,/G. )4 GL,

H,4)*I,H 0*’G-/0 ?’GG,*/（! = " B !M !7(）

应的小波变换幅值出现了严重的拉距现象，因此要

从该尺度分布下确定小波变换脊变得十分困难，因

而在相位的提取中将引入极大的误差。

根据 &’()*解析小波序列能量分布特性来选择
尺度参数值，即在式（!2）中取 !1 = "，) = "7，加大尺
度方向的栅格密度进行小波变换，得到如图 8、图 7
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图 +* 变形光栅小波变换相位分布（! , ( - ’" ’+#）

./01 +* 23#45 %6 735 89 :%;<%=5=74 %6 735 >56%&;5>

0&#7/=0 <#775&=（! , ( - ’? ’+#）

所示的幅值分布和相位分布。从图 @ 可见，经过尺
度参数 !离散化理论取值公式增加密度后的栅格小
波变换，明显地改善了之前的拉距现象。图 + 中以
白线标记了小波变换脊曲线。通过计算机自动检测

基准光栅和变形光栅的小波变换脊来提取其对应的

相位值，将其相减后，再进行解包络，其得到的调制

相位分布 !!（如图 ) 所示）。可见，经上述方法增
加小波基密度后可以很好地提取 !!，并可得到令人
满意的结果。

图 )* 小波变换分析得到的调制相位分布 !!
./01 )* A%>BC#75> <3#45 !! #=#CDE5> $D 89

0&#7/=0 2#775&=（! , ( - ’" ’+#）

!" 实" 验

为验证本文方法的效果，以 F 维形貌测量为例
对本文方法进行了实验，实验采用交叉光轴几何光

学系统。图 G 为实验将要处理的小人头像经相位调
制的变形条纹光栅图像，尺寸为 @HI - +’(</J5C4。

图 G* 变形光栅图像
./01 G* K56%&;5> 0&#7/=0 <#775&=

图 H* 小波分析得到的调制相位分布（! , (#）

./01 H* A%>BC#75> <3#45 #=#CDE5> $D 89（! , (#）

图 !* 小波变换分析得到的调制相位分布（! , ( - ’? ’+#）

./01 !* A%>BC#75> <3#45 #=#CDE5> $D 89（! , ( - ’" ’+#）

图 H、图 ! 分别为尺度参数 !按 ! , (# 做离散化和按

! , ( - ’? ’+# 做离散化小波变换分析后得到的调制

相位分布。显而易见，应用本文提出的方法，在尺度

方向上通过加大栅格小波密度可以很好地解决各个

小波基频率窗的拉距现象以及频谱混叠的情况。比

较图 H 与图 ! 中小人头嘴巴以及鼻子部分的相位调
制分析结果可见，通过合理地增加尺度密度可提高

小波变换的测量精度。
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!" 结" 论

本文根据小波基的能量特性指出，各尺度小波

之间的频谱拉距或混叠现象是离散栅格小波变换产

生误差的一个主要原因，并且提出了尺度参数取值

的理论方法，从而弥补了以往尺度栅格增加密度的

任意性问题。文中还以 & 维形貌测量的小波变换轮
廓术为例，给出了 ’()*+ 解析小波尺度参数取值的
理论公式 ! , !" !-#!$（!$ , "，# , $，!，⋯，$），由计
算机模拟和实验结果分析可见，通过合理地增加尺

度密度可提高小波变换的测量精度。
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